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0.1 円周率 π に関する公式
π に関する公式 1� �
π ≒ 9

5
+

√
9

5� �
= 3.141
ここまで正しい

6 . . . となり, 小数第 3 位まで一致
する.

π に関する公式 2� �
3

π
= 1− 24

(
1

e2π − 1
+

1

e4π − 1
+ · · ·

)
� �
= 3.141
ここまで正しい

3 . . . となり, 小数第 3 位まで一致
する.

ネイピア数から円周率を計算出来ることが特徴.

π に関する公式 3� �
π ≒ 992

2206
√
2� �

= 3.141592
ここまで正しい

73 . . .となり, 小数第 6位まで一致
する.

π に関する公式 4� �
π ≒ 4

√
2143

22� �
= 3.14159265

ここまで正しい
. . . となり, 小数第 8 位まで一致

する.

π に関する公式 5� �
π ≒ 63(17 + 15

√
5)

25(7 + 15
√
5)� �

= 3.141592653
ここまで正しい

. . . となり, 小数第 9位まで一致
する.

h

π に関する公式 6� �
1

π
=

2
√
2

99

∞∑
n=0

(4n)!(1103 + 26390n)

(4n99nn!)4� �
n = 1で計算すると,

π ≒ 3.1415926535897938
ここまで正しい

. . . となり, 小数第 15

位まで一致する.bababababababababab

-ライプニッツの公式-

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · = π

4

円周率の値を約 1750万桁まで計算し, 当時の最
高記録であったライプニッツの公式の 1000万桁
を大幅に上回った.[?]

π に関する公式 7� �
4

π
=

∞∑
n=0

(−1)n(4n)!(1123 + 21460n)

8822n+1(4nn!)4� �
n = 0で計算すると, π ≒ 3.1415

ここまで正しい
8504 . . .と

なり, 小数第 4位まで一致する.

n = 1 で計算すると, π ≒ 3.14159265
ここまで正しい

4 . . . とな
り, 小数第 8位まで一致する.

π に関する公式 8� �
∞∑

n=1

n

e2πn − 1
=

1

24
− 1

8π� �
n = 1で計算すると, π ≒ 3.141

ここまで正しい
. . .となり,

小数第 3位まで一致する.

n = 4で計算すると, π ≒ 3.14159265358
ここまで正しい

0 . . .と
なり, 小数第 11位まで一致する.
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その他にも様々な公式が存在する.

π に関する公式 9� �
π4 = 97 +

1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

16539 + · · ·� �
連分数を含むのが特徴.

π に関する公式 10� �
1− 5

(
1

2

)3

+ 9

(
1 · 3
2 · 4

)3

− 13

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)3

+ · · · = 2

π� �
π に関する公式 11� �

√
8

∞∑
n=0

(1103 + 26390n)(2n− 1)!!(4n− 1)!!

994n+232n(n!)3

=
1

π� �
π に関する公式 12� �

1

22
+

1

32
+

1

52
+

1

72
· · · = 9

2π2

1

24
+

1

34
+

1

54
+

1

74
· · · = 15

2π4� �
ハーディーに向けた最初の手紙に書かれていた
数式. 最初はまったく相手にしていなかったが,

共同研究者のリトルウッドと検討し,’ このイン
ド人は天才か狂人のどちらだ’ と叫んだことは
有名.

π に関する公式 13� �
1+ 9(

1

4
)4 +17(

1 · 5
4 · 8

)4 +25(
1 · 5 · 9
4 · 8 · 12

)4 · · ·

=
2
√
2

√
πΓ( 34 )

2� �
ガンマ関数を含むのが特徴.

π に関する公式 14� �
If αβ = π2

then
1
4
√
α

(
1 + 4α

∫ ∞

0

xe−αx2

e2πx − 1
dx

)

=
1
4
√
β

(
1 + 4β

∫ ∞

0

xe−βx2

e2πx − 1
dx

)
� �
π に関する条件をもとに, 同じ積分の形で等式が
成り立つ.



4

[参考] その他の π に関する式は以下のようなものがある

π

2
=

2× 2

1× 3
× 4× 4

3× 5
× · · · =

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1

WALLI’S PRODUCT(1665)

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

GREGORY’S SERIES(1671)

π

4
= 4 arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
MACHIN’S FORMULA(1706)

1

π
= 12

∞∑
n=0

(−1)n(6n)![212175710912
√
61 + 1657145277365 + n(13773980892672

√
61 + 107578229802750)]

(n)!3(3n)![5280(236674 + 30303
√
61)](3n+3

√
2)

BORWEIN AND BORWEIN(1987)

最初の 2つの数列は, 数学者 john Wallisと james Gregoryによって発見されたもので, おそらく最
も知られている数列のひとつであるが, 計算上はほとんど役に立たない. 数列の項を足したり掛けた
りするようにプログラムされたスーパーコンピューターで 100年間計算しても, 円周率 100桁は得ら
れない.ジョン・マシンが発見した公式によって,円周率の計算が可能になった. 微積分学では,ある
数 xの Arctanに対して, xが小さいほどその和が Arctanの値に急速に収束する数列で表すことが
できるからである. 18世紀初頭から 1970年代初頭まで, 円周率の計算は事実上すべてMachinの公
式の変形に頼ってきた. ラマヌジャンの数列の和は, 1π の値に収束するのがより速い. 数列の nの値が
増加する度に, 約 8桁の正しい桁数が増える. Jonathan M.Borweinと Peter B.Borweinによって定
式化された最後の数列は,1項あたり約 25桁の桁数を追加する.[?]
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0.2 ネイピア数 eに関する公式
eに関する公式 1� �

1

1 +
2

2 +
3

3 +
4

4 + · · ·

=
1

e− 1

� �
eに関する公式 2� �

π

2 +
π2

6 +
π2

10 +
π2

14 + · · ·

=
eπ − 1

eπ + 1

� �
eに関する公式 3� �

1 +
1

1 · 3
+

1

1 · 3 · 5
+

1

1 · 3 · 5 · 7
+ · · ·

+
1

1 +
2

2 +
3

3 +
4

4 + · · ·

=

√
πe

2

� �
これらの数式は連分数が特徴.

3 つ目の式は連分数と無限級数の和が超越数 π

と eの積の形で導出される.

h

eに関する公式 4� �
1

1 +
e−2π

√
5

1 +
4−4π

√
5

1 + · · ·

=

 √
5

1 + 5

√
5

3
4 (

√
5−1
2 )

5
2 − 1

−
√
5 + 1

2


� �

eに関する公式 5� �
1

1 +
e−2π

1 +
4−4π

1 + · · ·

=

√5 +
√
5

2
−

√
5 + 1

2

 e
2π
5

� �
この 2 式はラマヌジャンがハーディに向けて最
初に書いた手紙に書かれていた式である. ハー
ディはこの２式を見て”レベルが異なり, 明らか
に難しく, 私を完全に打ち負かした. 一瞥しただ
けで, これらは最高クラスの数学者によってのみ
書き記されたものであることがわかる.”と述べ
ている.[?]

eに関する公式 6� �
113

e2π − 1
+

213

e4π − 1
+

313

e6π − 1
+ · · · = 1

24� �
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[参考] ラマヌジャン・マシン

ラマヌジャンの発想を人工的に生み出そうと, イスラエル工科大学の研究グループがラマヌジャン・
マシンを発表した. 歴史を通じて, 基本定数の単純な公式は, 単純さ, 美学, 数学的な美しさを象徴して
きた. よく知られている例としては, オイラーの恒等式 eiπ + 1 = 0や黄金比の連続分数表現がある.

π = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + · · ·

新しい RFを発見する行為は, ガウスが数値データから意味のあるパターンを見出す能力を持って, 有
名な素数定理や, 楕円関数やモジュラー関数といった新しい解析分野を生み出したように, しばしば深
い直感に起因する. ラマヌジャンマシンでは多項式連続分数 (PCF) を含む方程式でその可能性を実
証する. MITM-RFアルゴリズムは, 例えば短い証明を持ついくつかの新しい予想を作り出すことが
できた [?]

4

3π − 8
= 3−

1× 1

6−
2× 3

9−
3× 5

12−
4× 7

· · ·
2

π + 2
= 0−

1× (3− 2× 1)

3−
2× (3− 2× 2)

6−
3× (3− 2× 3)

9−
4× (3− 2× 4)

· · ·
1

e− 2
= 1 +

1

1 +
− 1

1 +
2

1 +
− 1

1 +
3

· · ·
e

e− 2
= 4−

1

5−
2

6−
3

7−
4

· · ·
これらの RFは, MITM-RFアルゴリズムを適用して生成された, 基本定数の数式に対する自動生成
された予想である.[?]
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また, MITM-RFアルゴリズムは, 現在のところまだ証明されていない新しい推測も生み出した.

12

7ζ(3)
= 1× 2−

16× 16

3× 12−
16× 26

5× 32−
16× 36

7× 62−
16× 46

· · ·
2

−1 + 2G
= 3 + 0× 7−

6× 13

3 + 1× 10−
(8× 23)

3 + 2× 13−
10× 33

· · ·
8

π2
= 1−

2× 14 − 13

7−
2× 24 − 23

19−
2× 34 − 33

37−
2× 44 − 43

· · ·

これらの結果はこれまで知られていなかった予想である. ζ はリーマンゼータ関数, Gはカタラン定数
を指す. ラマヌジャン・マシンはすでに 19個の数式を予測しており, カタラン数に関する数式はこれ
までに発見されたものよりも精度が高いことが証明されているが, アペリーの定数 ζ(3)に関する数式
は証明する糸口が見つかっていない. ラマヌジャン・マシンは 2019年にオープンソースプロジェク
トとして稼働した.[?]



8

0.3 その他の公式
根号が連続する不思議な公式を列挙する.

その他の公式 1� �√√√√√1−

√√√√
1− 1

2

√
1− 1

4

√
1− 1

8

√
1− · · ·= 1

2� �
その他の公式 2� �

3

√
−6 +

3

√
−6 +

3

√
−6 + 3

√
−6 + · · · = −2� �

その他の公式 3� �√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
1 + 5

√
1 + · · ·= 3� �

論文「ベルヌーイ数の諸性質」にて, インド数学
教会誌の読者に向けて出した問題の 1 つ. これ
には半年経っても読者からの解答は得られず, 本
人自らから解答を開示した.[?]

その他の公式 4� �(
22 + 1

22 − 1

)(
32 + 1

32 − 1

)(
52 + 1

52 − 1

)
· · · =

5

2� �
素数の 2乗で構成される数式.

その他の公式 5� �∫ ∞

0

1 + ( x
b+1 )

2

1 + (xa )
2

1 + ( x
b+2 )

2

1 + ( x
a+1 )

2
· · · dx

=
1

2

√
π
Γ(a+ 1

2 )Γ(b+ 1)Γ(b− a+ 1
2 )

Γ(a)Γ(b+ 1
2 )Γ(b− a+ 1)� �

ここで有名なタクシー数を紹介する.

その他の公式 6� �
1729 = 123 + 13

立方数の和
= 103 + 93

立方数の和� �
1729は 2通りの自然数の立方数の和で表される
最小の数である.これに近い定理としてbababababababababab

-フェルマーの最終定理-

n ≥ 3のとき
xn + yn = zn となる自然数の組は存在しない.

がある.ラマヌジャンのタクシー数は{
x3 + y3 = z3 + 1
x3 + y3 = z3 − 1

における, x = 10, y = 9, z = 12 に対応して
いる. フェルマーの最終定理に極めて近い形を
とっている.bababababababababab

-n番目のタクシー数-

n通りの 2つの立方数の和で表される
最小の自然数.

今回ラマヌジャンが示したタクシー数
は, 2 通りの 2 つの立方数の和で表さ
れる最小の自然数”1729”である.

n にどんな自然数を代入してもタク
シー数は必ず存在する.

実際に例を挙げると,

·1番目のタクシー数
2 = 13 + 13

·3番目のタクシー数
87539319 = 1673 + 4363

= 2283 + 4233

= 2553 + 4143
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0.4 分割数bababababababababab

-分割数-

例えば”3”は 1+1+1, 1+2, 3自身のよ
うに, 正の整数の和の形を使って 3 通
りで表すことができる.

このような場合の数を”分割数”といい,

p(3) = 3と表す.

”4”の場合は, 4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 =

2 + 2 = 1 + 3となり 5通りで表せる.

これを続けていくと

p(3) = 3

p(4) = 5

p(5) = 7

p(6) = 11

p(7) = 17

となり, ラマヌジャンはこの規則性について考
え,1918年にハーディーと以下のような漸近的に
近づく式を発表した.

分割数に関する式 1� �
nが十分大きいとき, p(n)の挙動は

f(n) =
1

4n
√
3
eπ
√

2n
3

に近づく� �
この式をきっかけにラマヌジャンの才能が認め
られ,後にフェローに任命される.[?]

0.5 特殊関数
特殊関数 1� �

4

∫ ∞

0

xe−x
√
5

coshx
dx

=
1

1 +
12

1 +
12

1 +
22

1 +
22

1 +
32

1 +
32

1 + · · ·� �
特殊関数 2� �
4

∫ a

0

e−x2

dx

=

√
π

2
−

e−a2

2a+
1

a+
2

2a+
3

a+
4

2a+ · · ·� �
上記の 2 式は個人的に強く印象に残った. 参考
として下式のガウス積分を示す.∫ +∞

−∞
e−αx2

=

√
π

α

−ガウス積分−

特に 2式目の形が似ており, 積分区間を変更する
ことで連分数の形で出てくるのは全く想像がつ
かない.
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[参考] 特殊関数について

-デルタ関数-

デルタ関数は物理現象を数学的に表すときに欠かせない要素のひとつである.

任意のなめらかな関数 f(x)に対して ∫ b

a

f(x)δ(x)dx = f(0)

を満たす超関数 δ(x)をディラックのデルタ関数という.

図 1 δ 関数

デルタ関数は積分を通して定義されるという, 通常の
関数とは性質の異なるものであり, 「超関数」と呼ばれ
る. デルタ関数とは x ̸= 0 で 0 の値をとり, x =

0 で発散しており, その発散の度合いが, f(x)δ(x) を
x = 0 をまたいで積分したときに f(0) を与えるよう
な状況を表すのに用いられる. 物理的な例を挙げる
と, 無限小の時間に物体に有限の力積を与える P を与
える力, 撃力 F (t) や, 質点・点電荷Ｑが存在するとき
の質量密度分布 ρM (r), 電荷密度分布 ρQ(r) で用いられ
る.

基本的性質

δ(−x) = δ(x)

δ(αx) =
1

|α|
δ(x)∫ b

a

f(x)δ′(x)dx = −f ′(0)

以上のような性質が挙げられる.

-ガンマ関数-

ガンマ関数は数学的にいうと、階乗関数 n!を複素関数に拡張したものである. 統計力学でよく用いら
れるスターリングの公式も、ガンマ関数を用いた計算から導かれる.
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Re(z) > 0を満たす複素数 zに対して、ガンマ関数 Γ(z)は次の式で定義される

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt

Re(z) > 0という限られた範囲でのみ有効である.ここから導かれるガンマ関数の性質を挙げると,

Γ(1) = 1

Γ(z + 1) = zΓ(z) (Re(z) > 0)

Γ(n) = (n− 1)! (n ∋ N)

などがある.

ガンマ関数 Γ(z)は次の式で定義される

Γ(z) = lim
n→∞

n!

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n)
nz
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0.6 人物年表

1890 1895 1900 1905 1910 1915 1920

生誕 『純
粋数
学要
覧』
に没
頭

パッ
チャ
イヤ
ッパ
ル大
学を
中途
退学

ケン
ブリ
ッジ
大学
へ渡
英

タク
シー
数の
発見

イン
ドに
帰国

32
歳の
若さ
で病
死

1887年, 南インドのタミル・ナードゥ州タンジャーヴール県クンバコナムの極貧の
バラモン階級の家庭に生まれた.幼少の頃より母親から徹底したヒンドゥー教の宗
教教育を受ける. 高校では全科目で成績が悪く, 高等数学の正式な教育は受けてい
なかった.しかし 15歳のとき, ジョージ・カーという数学教師が著した『純粋数学
要覧』という受験用の数学公式集に出会ったことで数学に没頭する.

奨学金を得てマドラスのパッチャイヤッパル大学に入学したが, 学位を得ないまま
中途退学する.しばらく独学で数学の研究を続けていたが, やがて港湾事務所の事務員の職に就き, 仕
事を早めに終えて数学の研究に没頭していた.1913年にケンブリッジ大学のゴドフリー・ハーディは,

ラマヌジャンの手紙を読み, やがてその内容に驚愕するようになる.[?]

こうしてハーディは, ラマヌジャンの研究が並外れたものであることを認め, 彼をケンブリッジ大学に
招聘した.ラマヌジャンは 1914年に渡英する.王立協会フェローに選出されるが, イギリスでの生活
に馴染むことができず, やがて身体的な衰弱を来たして病気を患い, 1919 年にインドへ帰国.1920 年
に 32歳の若さで病死した.

ラマヌジャンはその短い生涯の間に, 独自に 3,900近くの結果をまとめあげた.ラマヌジャン素数, ラ
マヌジャンθ関数, 分割式など, 彼の独創的で非常に型破りな結果は, 膨大な量の研究を促すことに
なった. 彼の何千もの結果のうち, 1, 2 ダース分を除いて, すべてが正しいことが現在証明されてい
る.[?]

渡英後に発表した論文の他には, 渡英前の数学的発見を記したノートが 3冊, 帰国後に記された「失わ
れたノートブック」が残っている.彼のノートには, 発表された結果や未発表の結果がまとめられてお
り, 死後数十年にわたって分析・研究されてきた.特に「失われたノートブック」には, 晩年の発見が
記されており, 数学者たちの間で大きな話題となった.

多くの数学者の協力により, 彼が 26歳までに発見した定理に関して証明が行われた.その作業が完了
したのは 1997 年であり, 「ノートブック」と「失われたノートブック」の全文が出版完了したのは
2018年である.
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